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Approfondimento sulle funzioni trigonometriche inverse

Abbiamo gia avuto modo di studiare le funzioni trigonometriche inverse
arccos(x), arcsen(x), arctan(x) i ci grafici sono riportati di seguito.
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Ora studieremo le funzioni composte tipo cos(arccos(x)).

la. y = cos(arccos(x))

D=[-1,1]

La funzione y=arccos(x) ha come dominio lintervallo chiuso D=[-1,1].
All'interno di questo dominio se applichiamo alla funzione arccos(x) la sua
inversa (ossia il coseno) otteniamo l'identita.

y =cos(arccosx) =x Vxe[-11] (1.1)

Es. cos(arccos(3/4)) = 3/4
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cos (arccos(x))
1

-1

1b. y = cos(arcsin(x)) D=[-1,1]
Per semplificare questa funzione ricordiamoci che il coseno si puo esprimere in

funzione del seno: cos(x) =+/1-sin’(x) e quindi la 1b diventa:

y =cos(arcsinx) =v1-x*  V¥xe[-11] (1.2)

che & una semicirconferenza! Notiamo che il segno algebrico & giusto perché
I'arcsin(x) ha come codominio [-n/2, n/2] e su questo intervallo il coseno & >0.

¥

cos (arcsin(x))

Es. cos(arcsin(1/3))= 1—(5

1c. y = cos(arctan(x)) D=R

Esprimiamo il cos(x) in funzione della tangente: cosx = e quindi la 1c

1
v1+tan?x

diventa:
1
y = cos(arctan x) = vxeR (1.3)
V1+x?
Es. cos(arctan(1/2))= ———— - 2
| N3

)
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cos(arctan(x))
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2a. y = sin(arcsin(x)) D=[-1,1]
Similmente al caso 1a otteniamo:
y =sin(arcsinx) =x  Vxe[-11] (1.4)
sin(arcsin(x))
Es. sin(arcsin(-1/2))=-1/2
2b. y = sin(arccos(x)) D=[-1,1]

Procediamo come nel caso 1b, ricordandoci che sinx=+/1-cos’x . si ottiene di
nuovo la funzione:

y =sin(arccosx) =v1-x*  Vxe[-11] (1.5)

sin(arccos(x))

-1 1

Es. sin(arccos(2/5))=g
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2c. y = sin(arctan(x)) D=R

Esprimiamo sin(x) in funzione della tangente: sin(x)=taL. La 2c diventa:

V1+tan? x

y =sin(arctan x) =

VxeR (1.6)

X
V1+x? |
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sin(arctan(x))
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Es. sin(arctan(-2/3))=—2—=-—
22 13
1+ —j
3
3a. y = tan(arctan(x)) D=R
Similmente al caso 1la otteniamo:
y=tan(arctanx)=x Vxe®R (1.7)
tan(arctan(x))
1
-1
3b. y = tan(arccos(x)) D=[-1,1], x*¥0
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VJ1-cos? x

Procediamo come nel caso 1b, ricordandoci che tanx = . Si ottiene:
COS X
V1-%°
y = tan(arccos x) = vxel[-11], x#0 (1.8)
X
N 3}
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4
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Es. tan(arccos(-4/5))=*——"—
3c. y = tan(arcsin(x)) D=1]-11
Esprimiamo la tan(x) in funzione del sin(x): tanx:%. La 3c diventa:
1-sin“x
y = tan(arcsin x) = vxe]-11 (1.9)
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tan(arcsin(x)) 3

1
Es. tan(arcsin(1/4))=—24 - —_
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Vediamo ora cosa succede invertendo I'ordine delle funzioni dirette e inverse.

4a. y=arccos(cos(x)) D=R. Questa semplice funzione & identica a:

0<x<
arccos(cosx):{xx <); <78 (1.10)
- —TTSXS

poi si ripete con periodo 2. Il suo grafico € il seguente.

arccos(cos(x))
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4b. Continuiamo con: y=arccos(sin(x)) D=R. Per semplificarla scriviamo il
sin(x) = cos(n/2-x). Quindi la 4b diventa:

. T T T T
=arccos(sin x) =arccos(cos| ——x)=——-x 0O0<=——x<r=>-—<x<= (1.11
y = arccos(sin x) = arccos( (2 j) d " x<rm-Texs? (L1D)

Essa rappresenta un segmento con pendenza -45°.

T 3 \ ,
Ora, se ngs7, la (1.11) non puo essere vera perche |I'arccos(x) ha come

codominio un numero [0, z]. Ricorriamo allora all’identita: cosx=cos(-x). In

questo modo si ha: cos(%—xj=cos(—%+xj. La 4a diventa allora:

N w

y:arccos(sinx):arccos(cos[—§+x)):—%+x %SXS Vs (1.12)

Da qui in poi la funzione si ripete ed il suo andamento e quello sottostante.

1,797 0 0 N 0
¥ arccos{(s1n(x))

—MN 28

Es. arccos(sinZ)=2_%2_7%
6 2 3
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4c. y=arccos(tan(x)) D=|:—%,%}+k7z. Questa funzione non si puo

semplificare. Il suo grafico e: B

arccos (tan(x))

LUET

om

=2 —7T m

N L.

5a. y=arcsin(sin(x)) D=R. Questa semplice funzione € identica a:

IA

>

IA
NN

arcsin(sin x) =
—X+7

(1.13)
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poi si ripete con periodo 2. Il suo grafico € il seguente.

arcsin(sin(x))
“D.S]‘T . .
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5b. y=arcsin(cos(x)) D=R. Per semplificarla scriviamo il cos(x) = sin(n/2-x).
Quindi diventa:

y:arcsin(cosx):arcsin(sin(%—xj)=£—x —ZSE—XS%SOSXSE (1.14)

2 2 2

Essa rappresenta un segmento con pendenza -45°.
Ora, se 7#<x<2x, la (1.14) non puo essere vera perché l'arcsin(x) ha come

codominio un numero €[-z/2,x/2]. Ricorriamo allora all’identita:

cosx=sin(%+ xj. In questo modo si ha:

y =arcsin(cos x) = arcsin(sin[%+ x)) =%+ X —x<x<0 (1.15)

che e ancora un segmento con pendenza 45°. I due tratti sopra trovati si
ripetono dando luogo al grafico seguente:
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Es. arcsin(cos(—=))=——-—=—
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5c. y=arcsin(tan(x)). Questa funzione non si pud semplificare in una algebrica.
Il suo dominio e: D=[-7/4,7/4] +k~ ed il suo grafico e il seguente.

2T

y=arcsin{tan(x))

11

6a. y=arctan(tan(x)) D=R -(2k+1) 7 /2

Questa funzione € y=x nel dominio base }—%,%[.Poi si ripete con periodo r.
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6b. y=arctan(cos(x)) D=R.

Questa funzione assomiglia molto ad un semplice sin(x) ma & piu tondeggiante
nei massimi e nei minimi e non raggiunge -1 e 1 bensi £z /4: non si puo
ulteriormente semplificare.

atan(cos(x))

L 25

=2m

-0, 25

6c¢. y=arctan(sin(x)) D=R.
Questa funzione assomiglia molto ad un semplice sin(x) ma & piu tondeggiante
nei massimi e nei minimi e non raggiunge -1 e 1 bensi £z/4: non si puod
ulteriormente semplificare.
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RIEPILOGO
Funzione Dominio | Codom. | Simmetrie | Espres. Grafico
arccos(x) [-1,1] [O, 72'] / /
/A
arcsin(x) [-1,1] -, Dispari / ———
2 2 ........
tan(x) R T X Di i / - OM )
arctan(x -, ispari . e
2'2 > TSI L
cos(arccos(x)) | [-1,1] [-1,1] Dispari X
cos(arcsin(x)) | [-1,1] [0,1] Pari 1— %2
1
cos(arctan(x)) R [0,1] Pari >
1+ X
sin(arcsin(x)) [-1,1] [-1,1] Dispari X
2
sin(arccos(x)) | [-1,1] [0,1] Pari 1-X
X IR
sin(arctan(x)) R [-1,1] Dispari /1+ Xz

10
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tan(arctan(x)) R R Dispari X
5 |
tan(arccos(x)) [-1,1], R Dispari 1-X
x#+0 X
X
tan(arcsin(x)) -1 R Dispari >
1-X
Pari i a5
arccos(cos(x)) R [0, 7] arccos(cosx):{x 0<x<~rx |
X Asxs0 | e
arccos(sin(x)) R [0, 7] T X, Ty <E
2 2 2 LN
‘:_z z:l + ﬁ r..:c (ran(x))
arccos(tan(x)) 4’4 [0, 7] / / .
kﬂ' \ 3
D|Spar| l aresin{sin(x})
T T z z -
arcsin(sin(x)) R l:_E’E:| arcsin(sinx) = " _ESXSE ‘| oy
X+ zSXSEﬂ TR
2 2
Pari
- T T ——x 0<x<7x
arcsin(cos(x)) R _E ) E arcsin(cos x) =
Tix -7<x<0
[-7/4, T =
arcsin(tan(x)) | z/4]+k oy Dispari /
T
R- T T o _
arctan(tan(x)) (2k+1)% 5 ) 5 ispari X
i T 7Z'_ |
arctan(cos(x)) R ——, Pari /
| 4 4
o
arctan(sin(x)) R —Z,Z Dispari /

11




