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Le diverse definizioni di probabilita
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Combinatoria, probabilita e curiosita
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Modelli matematici: breve confronto
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Concetti primitivi

Si possono dare diverse definizioni di probabilita; oggi prevale la tendenza
a trattare tale disciplina come teoria assiomatica.

Kolmogoroff (1933)
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Kolmogoroff (1933)

Concetti primitivi
e PROVA O ESPERIMENTO ALEATORIO

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Concetti primitivi

Si possono dare diverse definizioni di probabilita; oggi prevale la tendenza
a trattare tale disciplina come teoria assiomatica.

Kolmogoroff (1933)

Concetti primitivi
e PROVA O ESPERIMENTO ALEATORIO
e EVENTO O RISULTATO

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Concetti primitivi

Si possono dare diverse definizioni di probabilita; oggi prevale la tendenza
a trattare tale disciplina come teoria assiomatica.

Kolmogoroff (1933)

Concetti primitivi
e PROVA O ESPERIMENTO ALEATORIO
e EVENTO O RISULTATO
o PROBABILITA’

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Concetti primitivi

Si possono dare diverse definizioni di probabilita; oggi prevale la tendenza
a trattare tale disciplina come teoria assiomatica.

Kolmogoroff (1933)

Concetti primitivi
e PROVA O ESPERIMENTO ALEATORIO
e EVENTO O RISULTATO
o PROBABILITA’

‘La prova genera un risultato con una certa probabilita’

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Concetti primitivi

Si possono dare diverse definizioni di probabilita; oggi prevale la tendenza
a trattare tale disciplina come teoria assiomatica.

Kolmogoroff (1933)

Concetti primitivi
e PROVA O ESPERIMENTO ALEATORIO
e EVENTO O RISULTATO
o PROBABILITA’

‘La prova genera un risultato con una certa probabilita’ Un esperimento
aleatorio & un esperimento che a priori pud avere diversi esiti possibili, il
cui esito effettivo dipende dal caso.
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Definizioni

@ Definizione 1 Chiamiamo evento elementare A un possibile esito di
un esperimento aleatorio.
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@ Definizione 1 Chiamiamo evento elementare A un possibile esito di
un esperimento aleatorio.

@ Definizione 2 Lo spazio campionario €2 & I'insieme costituito da tutti
gli eventi elementari.

@ Lo spazio campionario € detto discreto se i suoi elementi sono in
numero finito oppure un'infinita numerabile ; & detto continuo ad
esempio nel caso di R o di un suo intervallo

@ Definizione 3 Chiamiamo evento un qualsiasi sottoinsieme di 2.

@ Definizione 4 La totalita degli eventi possibili & rappresentata
dall'insieme delle parti di , indicato con P(Q) .
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Esempi di prove - eventi e probabilita

Esempi di prove

@ Si entra in una classe di studenti e si conta il numero di assenti.
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Esempi di prove
@ Si entra in una classe di studenti e si conta il numero di assenti.

@ Si misura I'altezza di un individuo scelto a caso in un gruppo di
persone.

Esempi di eventi

© non vi sono piu di 3 assenti.
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Assiomi

@ Gli eventi formano un'algebra di Boole.
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Assiomi

@ Gli eventi formano un’algebra di Boole.A (evento) & sottoinsieme di
Q(I'insieme di tutti i possibili eventi o risultati) e P(Q2) & lo spazio
degli eventi. Dire che lo spazio degli eventi & un'algebra di Boole
significa che in esso sono definite 2 operazioni:

@ NEGAZIONE : dato I'evento A si pud definire I'evento non(A).
© INTERSEZIONE: dati gli eventi A, B si puo definire lievento AN B ,
cioeé entrambi gli eventi accadono nella medesima prova.
Grazie a questo assioma si pud enunciare: Definizione Due eventi A,
B si dicono incompatibili se non possono presentarsi nella stessa
prova.

@ La misura della probabilita di un evento & unica.
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Assiomi

Sia A un evento rappresentato graficamente da un diagramma di Venn, la
probabilitd di A, indicata con p(A)
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Assiomi

Sia A un evento rappresentato graficamente da un diagramma di Venn, la
probabilitd di A, indicata con p(A)pud essere vista come la superficie di
A. Se A= B allora p(A) = p(B)

@ La probabilita di un evento & un numero non negativo p(A) > 0.
o La probabilita dell'evento certo & 1 p(Q2) = 1.
@ Siano A, B eventi incompatibili, allora p(AU B) = p(A) + p(B) .

Principio della probabilitd composta: p(B|A) = p(;af).
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Conseguenze e sintesi

Conseguenze
e p(A) <1
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Conseguenze e sintesi

Conseguenze

e p(A) <1

e p(g) =0.

o p(AN B) = p(A) = p(B|A) .
Definizione Due eventi A, B si dicono indipendenti se il presentarsi
dell'uno non modifica la probabilita dell’altro.
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Conseguenze e sintesi

Conseguenze

e p(A) <1

e p(g) =0.

o p(AN B) = p(A) = p(B|A) .
Definizione Due eventi A, B si dicono indipendenti se il presentarsi
dell’'uno non modifica la probabilita dell’altro. Sintesi

| vari assiomi possono essere sintetizzati:
la probabilita di un evento & una funzione: p: P(Q2) — R tale che:

A+ p con
Q p(A) = 0.
Q p(Q) =1
Q@ Se AnB =g allora p(AUB) = p(A)+ p(B) .

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Definizione classica di probabilita

La probabilita di un evento & data dal rapporto tra i casi favorevoli

all’evento e il numero dei casi ugualmente possibili.
_ CASiFAVOREVOLI
P = CASTUGUALMENTePOSSIBILI
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Definizione classica di probabilita

La probabilita di un evento & data dal rapporto tra i casi favorevoli

all’evento e il numero dei casi ugualmente possibili.
_ CASiFAVOREVOLI
P = CASTUGUALMENTePOSSIBILI

definizione di Laplace

Dunque stiamo considerando 2 ipotesi fondamentali:
@ lo spazio campionario (ovvero I'insieme costituito da tutti gli eventi
elementari) & finito.
@ gli eventi elementari devono essere equiprobabili.
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Limiti della definizione classica

Cosa significa ‘casi ugualmente possibili’?
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diversi eventi alternativi,
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Definizione frequentista di probabilita

Definizione: La probabilita di un evento é il limite a cui tende la
frequenza relativa dell’evento con il crescere del numero di osservazioni.

definizione di Von Mises (1934)

La probabilita dell’evento A &, dunque, il limite della frequenza relativa
con cui A si verifica in una lunga serie di prove ripetute sotto condizioni

simili.
Definizioni Frequenza: numero di volte in cui si verifica un evento
: fr
frequenza relativa ==g="=2
prove
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Esempio

Esempio: Si lancia una moneta n volte e si considera la frequenza relativa
dell’evento Testa (numero di volte in cui si presenta T diviso per

n).
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Esempio

Esempio: Si lancia una moneta n volte e si considera la frequenza relativa
dell’evento Testa (numero di volte in cui si presenta T diviso per
n).All'aumentare di n tale frequenza relativa tende a stabilizzarsi intorno
al valore limite 0.5, che & la probabilita di T.

Osservazioni: La frequenza relativa si riferisce ad un gruppo di prove gia
eseguite, la probabilita si riferisce a prove che debbono ancora essere
eseguite.Definizione molto piu estensiva di quella classica. La frequenza
relativa di un evento viene assunta come stima della sua probabilita.
Essa, dunque, non coincide con la probabilita, ma ne fornisce un valore
prossimo.
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@ affinché la frequenza relativa possa essere considerata una misura di
probabilita, sia pure approssimata, & necessario che le prove si
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Bruno De Finetti:'PROBABILITY DOES NOT EXIST'- nella prefazione a
‘Teoria delle probabilita (1970)

[ .. [Mah! Potrei anche dire, viceversa e senza contraddizione, che la
probabilita regna ovunque, che é, o almeno dovrebbe essere, la nostra
‘guida nel pensare e nell'agire’, e che dunque mi interessa.[. .. [Da cio la
mania ( che forse per altri & invece indizio di saggezza, accuratezza) di
assolutizzare, di concretizzare, di oggettivare perfino quelle che sono
soltanto proprieta dei nostri atteggiamenti soggettivi.Non altrimenti si
spiegherebbe lo sforzo di fare della Probabilita qualcosa di nobler than it
is , nacondendone la natura soggettiva e gabellandola per oggettiva.si
tratterebbe di uno strano pudore per impedire di farci vedere la
Probabilita come Dio I'ha fatta:occorre una ‘foglia di fico’, e spesso la si
riveste tutta di foglie di fico rendendola addirittura invisibile o
irriconoscibile.
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@ Se si possono avere piu ripetizioni di uno stesso oggetto nella stessa
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Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Permutazioni

@ Una permutazione di un insieme di oggetti &€ una configurazione
ordinata dei suoi elementi nella quale ogni oggetto viene presentato
una ed una sola volta.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Permutazioni

@ Una permutazione di un insieme di oggetti &€ una configurazione
ordinata dei suoi elementi nella quale ogni oggetto viene presentato
una ed una sola volta.Per contare quante siano le permutazioni di un
insieme con n oggetti, osserviamo che il primo elemento della
configurazione pud essere scelto in n modi diversi, il secondo in (n -
1), il terzo in (n - 2) e cosi via sino all'ultimo che potra essere preso
in un solo modo essendo I'ultimo rimasto.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Permutazioni

@ Una permutazione di un insieme di oggetti &€ una configurazione
ordinata dei suoi elementi nella quale ogni oggetto viene presentato
una ed una sola volta.Per contare quante siano le permutazioni di un
insieme con n oggetti, osserviamo che il primo elemento della
configurazione pud essere scelto in n modi diversi, il secondo in (n -
1), il terzo in (n - 2) e cosi via sino all'ultimo che potra essere preso
in un solo modo essendo I'ultimo rimasto.

@ Dunque, indicando con P, il numero delle possibili permutazioni, si
ottiene che esse sono esattamente n! (n fattoriale):

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Permutazioni

@ Una permutazione di un insieme di oggetti &€ una configurazione
ordinata dei suoi elementi nella quale ogni oggetto viene presentato
una ed una sola volta.Per contare quante siano le permutazioni di un
insieme con n oggetti, osserviamo che il primo elemento della
configurazione pud essere scelto in n modi diversi, il secondo in (n -
1), il terzo in (n - 2) e cosi via sino all'ultimo che potra essere preso
in un solo modo essendo I'ultimo rimasto.

@ Dunque, indicando con P, il numero delle possibili permutazioni, si
ottiene che esse sono esattamente n! (n fattoriale):

e Po=nl=n+x(n—1)%---x2x1

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Disposizioni semplici

@ Una disposizione semplice di lunghezza k di elementi presi da un
insieme composta da n oggetti, con k < n, & una presentazione
ordinata di k elementi di S nella quale non si possono avere
ripetizioni di uno stesso oggetto.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Disposizioni semplici

@ Una disposizione semplice di lunghezza k di elementi presi da un
insieme composta da n oggetti, con k < n, & una presentazione
ordinata di k elementi di S nella quale non si possono avere
ripetizioni di uno stesso oggetto.Per avere il numero di queste
configurazioni si considera che il primo componente di una tale
sequenza puo essere scelto in n modi diversi, il secondo in (n- 1) e
cosi via sino al k - esimo che puo essere scelto in (n - k 4+ 1) modi
diversi.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Disposizioni semplici

@ Una disposizione semplice di lunghezza k di elementi presi da un
insieme composta da n oggetti, con k < n, & una presentazione
ordinata di k elementi di S nella quale non si possono avere
ripetizioni di uno stesso oggetto.Per avere il numero di queste
configurazioni si considera che il primo componente di una tale
sequenza puo essere scelto in n modi diversi, il secondo in (n- 1) e
cosi via sino al k - esimo che puo essere scelto in (n - k 4+ 1) modi
diversi.

@ Dyy=nx(n—1)x---x(n—k+1)

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Disposizioni con ripetizione

@ Una configurazione ordinata di elementi di un insieme nella quale si
possono avere ripetizioni di uno stesso elemento si dice disposizione
con ripetizioni.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Disposizioni con ripetizione

@ Una configurazione ordinata di elementi di un insieme nella quale si
possono avere ripetizioni di uno stesso elemento si dice disposizione
con ripetizioni.Cerchiamo il numero delle possibili sequenze di k
oggetti che riproducono gli elementi di un insieme di n oggetti
ognuno dei quali puo essere preso pil volte.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Disposizioni con ripetizione

@ Una configurazione ordinata di elementi di un insieme nella quale si
possono avere ripetizioni di uno stesso elemento si dice disposizione
con ripetizioni.Cerchiamo il numero delle possibili sequenze di k
oggetti che riproducono gli elementi di un insieme di n oggetti
ognuno dei quali pud essere preso pil volte.Si hanno n possibilit] per
scegliere il primo componente, n per il secondo ed altrettante per il
terzo e cosl via sino al k - esimo che completa la configurazione.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Disposizioni con ripetizione

@ Una configurazione ordinata di elementi di un insieme nella quale si
possono avere ripetizioni di uno stesso elemento si dice disposizione
con ripetizioni.Cerchiamo il numero delle possibili sequenze di k
oggetti che riproducono gli elementi di un insieme di n oggetti
ognuno dei quali pud essere preso pil volte.Si hanno n possibilit] per
scegliere il primo componente, n per il secondo ed altrettante per il
terzo e cosl via sino al k - esimo che completa la configurazione.

@ Pertanto D), = nk

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Combinazioni semplici

@ Si chiama combinazione semplice una presentazione di elementi di
un insieme nella quale non ha importanza I'ordine dei componenti e
non si puo ripetere lo stesso elemento pil volte.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Combinazioni semplici

@ Si chiama combinazione semplice una presentazione di elementi di
un insieme nella quale non ha importanza I'ordine dei componenti e
non si puo ripetere lo stesso elemento piu volte.La collezione delle
combinazioni di k elementi estratti da un insieme di n oggetti distinti
si puo considerare ottenuta dalla collezione delle disposizioni semplici
di lunghezza k

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Combinazioni semplici

@ Si chiama combinazione semplice una presentazione di elementi di
un insieme nella quale non ha importanza I'ordine dei componenti e
non si puo ripetere lo stesso elemento piu volte.La collezione delle
combinazioni di k elementi estratti da un insieme di n oggetti distinti
si puo considerare ottenuta dalla collezione delle disposizioni semplici
di lunghezza k ripartendo tali sequenze nelle classi delle sequenze
che presentano gli stessi elementi e scegliendo una sola sequenza da
ciascuna di queste classi.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Combinazioni semplici

@ Si chiama combinazione semplice una presentazione di elementi di
un insieme nella quale non ha importanza I'ordine dei componenti e
non si puo ripetere lo stesso elemento piu volte.La collezione delle
combinazioni di k elementi estratti da un insieme di n oggetti distinti
si puo considerare ottenuta dalla collezione delle disposizioni semplici
di lunghezza k ripartendo tali sequenze nelle classi delle sequenze
che presentano gli stessi elementi e scegliendo una sola sequenza da
ciascuna di queste classi. Si osserva che ciascuna delle suddette
classi contiene k! sequenze, in quanto accanto a una sequenza s si
hanno tutte e sole quelle ottenibili permutando i componenti.

Fabio Bonoli Certo, impossibile... anzi probabile



Combinazioni semplici
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@ Un’applicazione della probabilita in senso frequentista per il calcolo
approssimato di 7

@ Sia M un punto di coordinate (x,y) con0<x<leO<y<1.

@ Scegliamo aleatoriamente i valori di x e y. Sia x?> + y2 < 1 allora il
punto M appartiene al disco di centro (0,0) e di raggio 1.

@ La probabilita che il punto M appartenga al disco & 7.

@ Facendo il rapporto del numero dei punti che cadono nel disco con il
numero dei tiri effettuati si ottiene un’approssimazione del numero

7-se il numero dei tiri & sufficientemente grande.
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@ |l paradosso del compleanno nasce dal fatto che la probabilita che
due persone in un gruppo compiano gli anni lo stesso giorno,va
contro quello che dice I'intuito: fra 23 persone la probabilita & circa
del 51 %, con 30 persone supera il 70 %

o Il modo pit semplice per calcolare la probabilita P(p) che ci siano
due persone appartenenti ad un gruppo di p che compiano gli anni lo
stesso giorno & calcolare dapprima la probabilita P1(p) che cid non
accada.ll ragionamento & questo: data una qualunque persona del
gruppo (indipendentemente dalla data del suo compleanno), vi sono
364 casi su 365 in cui il compleanno di una seconda persona avviene
in un giorno diverso;se si considera una terza persona, ci sono 363
casi su 365 in cui compie gli anni in un giorno diverso dalle prime
due persone e via dicendo.

e Dunque,

1 1 364,363,362, . 365-p+1 _ 1 365!
P(p) =1-Pi(p) = 1— 335365 * % —3e6 ~ = 1 365°%(365—p)!
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@ Si tracci una corda a caso in un cerchio: qual & la probabilita che
essa sia piu lunga del lato del triangolo equilatero inscritto?,

@ L'enunciato del problema & ambiguo; non si puo dare una risposta
precisa se non viene espresso il significato di ‘tracciare una corda a
caso’, descrivendo il procedimento da seguire.

@ Infatti so che in base a determinati procedimenti nel tracciare la

corda a caso, risultano ugualmente accettabili ben tre risposte

ot .1.101
distinte: 5 %3 3
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Questo numero irrazionale & tale che non si puo trovare sul lungo periodo
alcuna tattica di gioco che permetta di scommettere meglio che alla pari
sulla successione delle sue cifre.

Il numero Q & molto particolare, puo essere definito con precisione, ma
non computato.

E' stato congetturato che famosi numeri irrazionali come 7 siano casuali
nel senso che ogni cifra appare con uguale frequenza nello sviluppo
decimale.Sebbene la successione di cifre nello sviluppo decimale di 7
possa essere casuale, la successione non & imprevedibile.In altri termini un
buon giocatore che scommetta sulle cifre successive di 7, arriverebbe a
trovare una strategia per avere un vantaggio nel gioco dell'indovinare.
Quasi tutti i numeri reali sono casuali, ma quelli che in genere definiamo
sono atipici, nel senso che & individuabile una strategia di gioco.Per £ no!
Ecco la sua definizione: Per una data macchina di Turing Q2 & un numero
irrazionale tra 0 e 1 e vale quanto la probabilita di arresto di quella
macchina nella quale é inserito un programma casuale
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Parte 1l

Inizio Terza Parte
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@ |l nesso di causalita risulta un modello interpretativo semplice ed
efficace X (causa) Y (effetto) y = f(x)

@ Un modello deterministico & genericamente rappresentabile nella
forma y = (X1, X2, ..., Xp)-

@ La potenza di tale modello sta nel fatto che, agendo sulle cause, ad
es. modificandone i valori, si pud apprezzare quali modifiche
vengono indotte su y.Pertanto se |'obiettivo & far assumere a y certi
valori, I'esistenza di un modello deterministico consente di formulare
tutte le possibili ipotesi per ottenerli (ottimizzazione)

@ In genere sui valori Y hanno influenza tante altre variabili che non
possono essere determinate (misurate), ovvero costituiscono una
componente casuale y = f(x1, X2, ..., X)+€
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umane e la speranza era quella di migliorare la formula sopra,
aumentare n e ridurre a zero e.
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Storicamente

@ Il positivismo ottocentesco poneva grande fiducia sulle capacita
umane e la speranza era quella di migliorare la formula sopra,
aumentare n e ridurre a zero e.

@ ‘L’'Universo & creazione di un Dio perfetto, dunque deve essere
perfetto come il suo creatore;é I'uomo I'elemento di imperfezione
nella sintesi tra realta empirica e pensiero umano da cui scaturisce la
conoscenza scientifica; il reale & governato da meravigliose
simmetrie, che solo ora si cominciano a comprendere.In un mondo
siffatto non c'é posto per la probabilita’ .

o Nel frattempo in fisica la termodinamica evidenzia i limiti del
modello deterministico a livello microscopico. Questo & solo un
esempio, la storia della fisica moderna ci dice che accanto ai modelli
deterministici vi sono anche modelli probabilistici.
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Conclusione

La probabilita & un limite posto dalla mente dell'uomo, dalla sua
ignoranza dovuta alla limitatezza dei suoi strumenti; dunque un limite che
la scienza si prefigge di allontanare sempre pit con I'uso della tecnologia
O INVECE

La probabilita & implicita nei fenomeni reali; non esiste un solo futuro, ma
esistono diversi futuri al di 1a della mente dell’'uomo.

Quale ruolo per la statistica e la probabilita nel processo di
acquisizione delle conoscenze scientifiche?
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